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第一章

一個古老
而年輕的方法
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第一章  一個古老而年輕的方法002

利用面積關係來說明數學中的某些恆等式、不等式，或證明某些

定理，這是一個古老而又年輕的方法。

說它古老，是因為：早在 3 000多年前，在幾何學還沒有形成一門

系統的學科時，人們已經會用這種方法來解決某些問題了。

說它年輕，是因為：直到今天，人們並沒有給它足夠的重視，因而，

這種方法的潛力還沒有得到發揮。它廣泛的、五花八門的用途，很少

在教科書、教學參考書和各種學生讀物中得到較系統的闡述。

幾何學的產生，源於人們對土地面積的測量的需要。翻開任何一

本關於數學史的通俗讀物，差不多都記載着這樣的故事：在古埃及，

尼羅河每年泛濫一次。洪水給兩岸的田地帶來了肥沃的淤積泥土，但

也抹掉了田地之間的界線標誌。洪水退後，人們要重新劃出田地的界

線，這就必須丈量和計算田地的面積。年復一年，就積累了最基本的

幾何知識。

這樣看來，從一開始，幾何學便與面積結下不解之緣。英語中的

「幾何」— “Geometry”，這個字的字頭 “geo”，便含有「土地」的意思。

但是，用面積關係來證明幾何定理，最早的例子是勾股定理的證

法。所謂勾股定理，就是：

在直角三角形中，兩直角邊的平方之和等於斜邊的平方。

中國古代數學家把直角三角形的較短的直角邊叫「勾」，較長的

直角邊叫「股」，而把斜邊叫做「弦」。因而把這個定理敍述為「勾

方加股方等於弦方」，勾股定理由此而得名。

勾股定理的下述精彩證明，是中國古代數學家智慧的結晶。

勾股定理證法之一： 

如圖1-1所示，四個同樣大小的直角三角形的斜邊圍成一個正方形；
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003

它們的直角邊圍成了一個更大的正方形。（為甚麼？

請讀者自證）

設直角三角形兩直角邊分別為 a、b，斜邊為 c。

圖中大正方形面積

S大 = (a + b)2，

小正方形面積 

S小 = c2，

直角三角形面積 S∆ = 1
2

ab。顯然有

S大 = S小 + 4S∆，

也就是

(a + b)2 = c2 + 2ab，

把等式的左邊展開，兩邊消去 2ab，便得勾股定理

a2 + b2 = c2。

到目前，勾股定理常見的證明方法，已有數十種了，但其中最簡

單的證法，仍然是利用面積關係。

勾股定理證法之二：

作直角 ∆ABC斜邊 AB上的高 CD，得到三個相似三角形，即

 ∆ABC ∼ ∆ACD ∼ ∆CBD。

（為甚麼？請讀者自證）

根據相似三角形的面積與對應邊的平方成正比

的定理，可得

S∆ABC : S∆ACD : S∆CBD = AB2 : AC2 : BC2。

也就是

S∆ABC = kAB2，S∆ACD = kAC2，S∆CBD = kBC2；

圖 1-1

圖 1-2
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第一章  一個古老而年輕的方法004

這裏 k為正數。但是

S∆ABC = S∆ACD + S∆BCD，

因而

 kAB2 = kAC2 + kBC2，

也就是

 AB2 = AC2 + BC2
。

用面積關係說明一些基本的恆等式或不等式，也是早就被許多教

科書所採用的方法。例如，從圖 1-3一眼便可看出恆等式 1

(x + y)2 - (x - y)2 = 4xy，

圖 1-3

由於 (x - y)2 ≥ 0，從而得到不等式

(x + y)2 ≥ 4xy，

或者化簡一下，得

 x2 + y2 ≥ 2xy。

當且僅當 x = y時等號才成立。

1 請注意：陰影部分的面積是 (x - y)2。
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005

生理學家和醫學家們的研究發現：我們大腦的兩個半球，左半球

主要管抽象的東西—語言、邏輯、數位等，右半球主要管具體的東

西—形象、圖畫、音樂等。把抽象的代數關係用具體的圖形表示出

來，便動員了兩個半球同時工作，印象深、理解快、記得牢。用圖形

表示代數關係的重要方法之一，便是用面積關係來聯繫的。

這本小冊子的目的，是試圖較為系統闡述用面積關係證明幾何命

題的基本技巧和方法。
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第一章  一個古老而年輕的方法006

練習題一

1. 用面積關係表示下列恆等式： 

 (1) (x + y)2 = x2 + 2xy + y2
；

 (2) (x - y)2 = x2 - 2xy + y2。

2. 利用下列圖形，給出勾股定理的幾種證法。

3.用面積關係表示阿貝爾恆等式：

 a1b1 + a2b2 + ⋯ + anbn

= a1(b1 - b2) + (a1 + a2)(b2 - b3) + ⋯

	 + (a1 + a2 + ⋯ + an - 1)(bn - 1 - bn)

	 + (a1 + a2 + ⋯ + an)bn。
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第二章

同一個面積的 
多種表示
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第二章  同一個面積的多種表示008

前面介紹的勾股定理的古老證法一雖然簡單，但它已體現了用面

積關係證題的基本思想：用不同的方法計算同一塊面積，從而得到一

個等式—這樣的等式我們把它叫做「面積方程」；再對這個「面積

方程」進行整理或變換，以獲得我們所要的結果。

為了能夠列出各種各樣的面積方程，就要熟悉面積的計算方法。

平面幾何中許多圖形，都可以分割成若干個三角形。於是，我們應當

熟悉三角形面積的各種表示法。

按習慣，用 a、b、c分別表示 ∆ABC的三個角 A、B、C所對的邊，

ha、hb、hc順次表示為 a、b、c三條邊上的高，我們最熟悉的三角形面積

公式是

 三角形面積 = 1
2
．底．高，

以後，為方便起見，我們用記號「∆ABC」表示三角形 ABC本身，用

S∆ABC表示它的面積。這樣做，上述公式便可清楚地記作

	 S ABC = 1
2
aha = 1

2
bhb = 1

2
chc。	 (1)

對公式 (1)略加改變，利用關係式

 ha = bsinC

等代入，便得到了與角、邊都有聯繫的公式

	 S ABC = 1
2
bcsinA = 1

2
acsinB = 1

2
absinC。	 (2)

這個公式，往往不被人們重視，其實，它的

用處很大。因為它把平面幾何中三種最重要的度量

—長度、角度、面積—緊密地聯繫在一起了。

下面，我們很快可以看到公式 (2)的重要性。圖 2-1
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009

還有一個大家所熟知的海倫公式，即已知三角形三邊求面積的公式

	 S ABC = s(s a)(s b)(s c)。	 (3)

[ s a b c1
2

( )= + + 表示 ∆ABC的周長的一半 ]我們利用勾股定理可從

公式 (1)導出這個公式。事實上，在圖 2-1中令 BD = x，那麼DC = a - x。

由勾股定理列出方程式

 c2 - x2 = b2 - (a - x)2，

展開後解得

x a c b
a2

2 2 2
= + −

。

= − = − + −

= + + − − − +

= + − − −

= + + − + + − − + +

= − − −

h c x
a

a c a c b

a
ac a c b ac a c b

a
a c b b a c

a
a b c a b c a b c a b c

a
s s a s b s c

1
4

[4 ( ) ]

1
4

(2 )(2 )

1
4

[( ) ][ ( ) ]

1
4

( )( )( )( )

4 ( )( )( )

a
2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2

2 。

∴

由此即得公式 (3)。

三角形的面積公式遠遠不止以上三個，還可以導出已知三條高、

或三條中線、或三條角平分線、或兩角一邊、或一邊及另兩邊上的高、

或一角一對邊及這邊上的中線等等求面積的公式。這樣的公式至少也

有幾十種。但是，在應用面積關係解題時，有了這三個，也就足夠用了。 
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第二章  同一個面積的多種表示010

其他多種多樣的三角形面積公式，都可以直接或間接地由這三個基本

公式導出。請看以下的兩個例子。

〔例 1〕 已知 ∆ABC兩邊 b、c上的高為 hb、hc，及另一邊 a，求它

的面積。

解 利用面積公式 (1)，得到

b = 2S
hb

c = 2S
hc

， ，

這裏簡記 S∆ABC為 ∆，代入海倫公式，得

= 1
4
a + 1

hb
+ 1
hc

2

1
2

a + 1
hb

+ 1
hc

2

1
2

a + 1
hb

1
hc

2

1
2
a 1

hb
1
hc

2

1
2

16 2 = 1
hb

1
hc

2

4 2 a2 a2 1
hb

1
hc

2

4 2∴ 。

展開後得方程式

16 1
hb

2
1
hc

2

2
4 8 a2 1

hb
2 + +1

hc
2 2 2 a4 = 0。

解這個方程式，它的唯一的正實數根即為 ∆ABC的面積。以下從略。

〔例 2〕 已知 ∆ABC的三條中線為 ma、mb、mc，求它的面積。

解 如圖 2-2所示，設三條中線 AD、BE、CF交於 P點，由於

 AP AD2
3

= ，
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011

∴ APF = 1
2
S ABP = 1

6
S ABC。

圖 2-2

取 AP的中點 M，那麼

 MP m PF m FM m1
3

1
3

1
3a c b= = =， ， 。

而

S MPF = 1
2
S APF = 1

12
S ABC。

於是由海倫公式可得

1
12
S ABC = S MPF

= 1
9

m(m ma )(m mb )(m mc )

m = 1
2

(ma + mb + mc ) 。

∴  。S ABC = 4
3

m(m ma )(m mb )(m mc )

在上述的解法中，用到了中線的性質。這些性質也可以獨立地由

面積關係導出。請讀者參看第九章的例 1。
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第二章  同一個面積的多種表示012

練習題二

1.已知 ∆ABC的三條高為 ha、hb、hc，求它的面積和三邊。

2.已知 ∆ABC的周長和內切圓的半徑，求它的面積。

3.已知 ∆ABC的 a邊及 B、C兩角，求它的面積。
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